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Variables aleatorias (1/3)

Definicién

Una variable aleatoria X es una funcion entre el espacio
muestra S y R, es decir X : S — R.

» Lanzamos dos dados regulares.
» Recordemos que S ={(3,j) | 4,j € {1,2,3,4,5,6}}.
> Sea X la variable aleatoria igual a la suma de los dados.

» Entonces

X(1,1) = 2

X(1,2)=X(2,1) = 3
X(1,3)=X(2,2)=X(3,1) = 4

X(1,4) = X(2,3) = X(3,2) =X(4,1) = 5
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Variables aleatoria (2/3)

> En el ejemplo anterior, los valores posibles son 2, 3, ...,
12;

v

Se denota por P(X =1i) (o P{X =i}) la probabilidad
que X sea igual a 1.

» Entonces
P(X=2) = 1/36;
P(X=3) = 2/36
» Nota: P(X =0) = P(X =3,1415) =...=0.
» También,

12
Y P(X=i)=1.
=2

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 3 4 /42



Ejemplo

» Se compran dos componentes electrénicos, que son
defectuosos o funcionales.

» Suponemos que los resultados (d,d), (d, f), (f,d), (f, f)
ocurren con probabilidad 0,09, 0,21, 0,21 y 0,49,
respectivamente.

> Sea X el nimero de componentes funcionales.

» Entonces los valores posibles de X son 0, 1, 2, y

P(X=0) = 0,09,
P(X=1) = 042,
P(X =2) = 049.
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Funcion indicatriz

» Ahora estudiamos el evento A : «Al menos uno de los
componentes es funcional».

v

Sea I la variable aleatoria que vale 1 si es el caso, 0 si no
(como una variable booleana).

» Entonces

I 1, siX=10X=2;

o, siXx=o.

» La variable I se llama variable indicatriz del evento A.
» En el ejemplo, obtenemos

P(I=1) = P(A) =091,

P(I=0) = P(Z) = 0,09.
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Funcion de distribucion acumulada

Definicién
Sea X una variable aleatoria. La funcion de distribucion
acumulada (FDA) F : R — [0,1] de X es

F(z)=P(X <x).

Notacion
Si F es la FDA de X, se escribe X ~ F.

Por ejemplo, estudiaremos la distribucién normal y se

escribiréd
X ~N(0,1)

para indicar que X tiene una distribuciéon normal de media 0 y
de varianza 1.
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Ejemplo

> Sea X la variable aleatoria que describe la suma de dos
dados regulares.

> ;Cudl es la forma del grafico de la FDA de X7

Funcion de distribucion acumulada de la suma X de dos dados
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Probabilidades y intervalos

» Sea X una variable aleatoria.

» Si conocemos la FDA F' de X, entonces es facil calcular
probabilidades.

» De hecho, tenemos

P(X<a) = F(a)
PX>a) = 1-P(X<a)=1-F(a)

» También, si a < b, entonces
P(X<b)=P(X<a)+Pla<X <))
de tal manera que
Pla<X <b)=F(b)— Fla).
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Variable discreta (1/2)

Hay 2 tipos: discreta y continua.

Definicion
Una variable se llama discreta si el conjunto de todos los
valores a qué puede ser igual es finito o contable.

Definicion
Si X es una variable aleatoria discreta, su funcion de
probabilidad es
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Variable discreta (2/2)

» Sea X una variable aleatoria discreta que puede ser
solamente 1, 2 o 3.

» Suponemos que

» Entonces,

p(3)=1—p(1)—p(2) =1-1/2—1/3 =1/6.

Finction de probabilidad de una variable aleatoria discreta

T T T T T T T
1k 4
08 4
i
= 06 —
&
I
04 b 4
02 | 4
: I
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
z
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Relacion entre funcién de probabilidad y FDA

Si
» X es una variable aleatoria discreta;
» [ es su funcion de distribucién acumulada y

» p es su funcion de probabilidad,

entonces

F(z) =Y pla).

a<x
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Ejemplo

» Tomamos de nuevo el ejemplo de variable X cuya funcién
de probabilidad es

» ;Cudl es la FDA F de X7
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Ejemplo

» Tomamos de nuevo el ejemplo de variable X cuya funcién

de probabilidad es

» ;Cudl es la FDA F de X7
» Obtenemos
1/2,

5/6,
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siz < 1;
sil<ax <2
si2<zxz<3;
sixz > 3.
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Variable aleatoria discreta infinita (1/2)

» Una variable aleatoria discreta puede tomar un nimero
infinito de valores;

» Por ejemplo, sea X la variable aleatoria cuya funcién de
probabilidad es

Funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta infinita
1+ o
p(l) = 1/2
08 o
p(2) = 1/4 ol ]
a

p(g) = 1/8 %!).1 L B
p(4) = 1/16 0 | 1

, | |
-2 0 2 4 6 8

i
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Variable aleatoria discreta infinita (1/2)

» Una variable aleatoria discreta puede tomar un nimero
infinito de valores;

» Por ejemplo, sea X la variable aleatoria cuya funcién de

probabilidad es

» En general,

A. Blondin Massé (UQAC)

1/2
1/4
1/8
1/16

p(x)

Funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta infinita

i 4

08 - -

(x) = P(X =)

parax =1,2,3,4,....

:2—w,
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Variable aleatoria discreta infinita (2/2)

» Para que sea una funciéon de probabilidad, hay que
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Variable aleatoria discreta infinita (2/2)

» Para que sea una funciéon de probabilidad, hay que

> p(i) = :1 G)n

=1 7
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Variable aleatoria discreta infinita (2/2)

» Para que sea una funciéon de probabilidad, hay que
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Variable aleatoria discreta infinita (2/2)

» Para que sea una funciéon de probabilidad, hay que

> o) = i( )n

=1 i=1
n

:[ ]1

12n+1 1
/——1—>——1—2—1—1
1/2-1 —1/2

cuando n — oo.
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Variable aleatoria continua

Una variable aleatoria continua es une variable aleatoria
que puede tomar un numero incontable de valores. En general,
los valores son intervalos reales.

Definicién

Sea X una variable aleatoria continua. La funcion de
densidad de X es la unica funcion f que satisface

P(Xe€A)= /Af(a?)da:

para cualquier subconjunto real A C R.
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Ejemplo

» Sea X una variable aleatoria cuya

FDA es FDA de una variable continua
1 T T T
0 sixz <0;
F(x)=¢" =
(@) {1—6_3”2 six > 0. 08 7
» ;Cudl es la probabilidad que R 06 -
X >17 z
04 + |
» Tenemos
0.2 +~ |
P(X>1) = 1-P(X<1)
= 1- F(l) 0 I I I
2 -1 0 1 2 3 4
= 1— 671 .
~ 0,368.
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Funcion de densidad

» Sea X una variable aleatoria continua;

» Para que f sea una funcién de densidad de X, hay que

/_Z f(x)dz = 1.
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Funcion de densidad

v

Sea X una variable aleatoria continua;

v

Para que f sea una funciéon de densidad de X, hay que

/_Z f(x)dz = 1.

v

También,

Pla< X <b)= /bf(a:)dx.

v

Entonces, tenemos que evaluar una integral definida.
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Relacion entre funcién de densidad y FDA

Si
» X es una variable aleatoria continua;
» FFessu FDA y

» f es su funcion de densidad,
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Relacion entre funcién de densidad y FDA

Si
» X es una variable aleatoria continua;
» FFessu FDA y

» f es su funcion de densidad,

entonces

Fla) = /_ F(t)dt
Fl(z) = f(z).

A. Blondin Massé (UQACQC) Capitulo 3 20 / 42



Ejemplo (1/2)

Sea la funcién

e six>0;
0, six <0.

fz) =

(a) Demostren que es una funcién de densidad.
(b) Calculen P(1 < X <2).

Funcion de densidad de f
1 T T

0.8 4

02 ~ i

PL<X<2)

-1 0 1 2 3 4
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Pardmetro incégnito (1/3)

» Sea X una variable aleatoria continua cuya densidad es

flz) = {C(4x—2w2) si0 <o <2

0 sinon.

> ;Cudl es el valor del parametro C?

» ;Cudl es el valor de P(X > 1)7.
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Pardmetro incégnito (2/3)

» Hay que el drea bajo la curva sea igual a 1.
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Pardmetro incégnito (2/3)

» Hay que el drea bajo la curva sea igual a 1.

» Entonces

422 2m3> 2

1:/_Zf(x)dx:/020(41:—2a:2)d3320 (T_T

0
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Pardmetro incégnito (2/3)

» Hay que el drea bajo la curva sea igual a 1.

» Entonces

00 2 A2 203
1:/_Oof(:c)dx:/0 C(4x — 22?)dz = C (%—%)

» Consecuamente,

2

0

16 8
1—C’<8—E>—O—§C’

lo que implica que C' = 3/8.
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Pardmetro incégnito (3/3)

Ahora, tenemos
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Pardmetro incégnito (3/3)

Ahora, tenemos

PX>1) = /100 f(z)dz
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Pardmetro incégnito (3/3)

Ahora, tenemos

PX>1) = /100 f(z)dz
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Pardmetro incégnito (3/3)

Ahora, tenemos

P(X >1)
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Pardmetro incégnito (3/3)

Ahora, tenemos

PX>1) = /100 f(z)dz
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Pardmetro incégnito (3/3)

Ahora, tenemos

P(X >1)
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Tabla de contenidos

3. Esperanza

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 3 25 / 42



Esperanza de una variable aleatoria discreta

Definicién

Sea X wuna variable aleatoria discreta. La esperanza de X es

E[X] = inP(X = ;).

Si p es la funcion de probabilidad de X, entonces

EX]= Y =z-p)

z€dom(X)

donde dom(X) es el dominio de X.
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Ejemplo

» Sea X la variable aleatoria que describe el resultado
cuando se lanza un dado.

» Calculamos E[X].
» Tenemos que dom(X) = {1,2,3,4,5,6}.
» También, p(z) = 1/6 para cada x € dom(X).

» Entonces

6

1 1+24+34+44+54+6

E[X]:Z(i.g): Tt 'g to =3.5.
i=1

» Es importante notar que 3,5 no es un resultado posible,
pero la media esperada si se lanza un dado varias veces
es 3,5.
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Esperanza de una variable continua

Definicién

Sea X una variable aleatoria continua. La esperanza de X es

E[X] = / " of()da.

— 00

Es posible que no existe, por ejemplo en el caso donde la
integral no converge.
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Ejemplo

» Esperamos una llamada entre 5:00PM y 6:30PM hoy.

» Sea X la variable aleatoria que cuenta (en hora) el
tiempo a partir de 5:00PM hasta que haya la llamada.

» Suponemos que la densidad de X es

Fa) = {2/3, si0<x<3/2;

0, de otra manera.

» ;Cuanto tiempo vamos a esperar?

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 3 29 / 42



Ejemplo

» Esperamos una llamada entre 5:00PM y 6:30PM hoy.

» Sea X la variable aleatoria que cuenta (en hora) el
tiempo a partir de 5:00PM hasta que haya la llamada.

v

Suponemos que la densidad de X es

de otra manera.

fa) = {3/3, si0 <z <3/

v

;,Cuanto tiempo vamos a esperar?

Obtenemos

v
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Ejemplo

» Esperamos una llamada entre 5:00PM y 6:30PM hoy.

» Sea X la variable aleatoria que cuenta (en hora) el
tiempo a partir de 5:00PM hasta que haya la llamada.

v

Suponemos que la densidad de X es

de otra manera.

fa) = {3/3, si0 <z <3/

v

;,Cuanto tiempo vamos a esperar?

Obtenemos

3/2 9 2
E[X]:/ $'§d$:x—
0

v

3/2
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Ejemplo

» Esperamos una llamada entre 5:00PM y 6:30PM hoy.

» Sea X la variable aleatoria que cuenta (en hora) el
tiempo a partir de 5:00PM hasta que haya la llamada.

v

Suponemos que la densidad de X es

de otra manera.

fa) = {3/3, si0 <z <3/

v

;,Cuanto tiempo vamos a esperar?

Obtenemos

v

3/2
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Propiedades de la esperanza

Teorema

Sea X una variable aleatoria y g una funcion real.

» Si X es discreta con funcion de probabilidad p(z),
entonces

Elg(X)= Y g(@p(x),

z€dom(p)

» Si X es continua con densidad f(x), entonces

ElaX + bl = aE[X] + b, para cualquieras constantes a,b € R.
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Sumas de variables aleatorias

Teorema

Si X1, Xa, ..., X, son variables aleatorias, entonces

> Xi] => ElX),
i=1 i=1

mncluso si las variables no son independientes.
Sin el simbolo 3, se escribe

E

ElX1+ Xo+ -+ Xp] = E[X1] + E[Xo] +--- + E[Xy].
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Ejemplos (1/4)

» Una empresa de construccién presenta 3 ofertas
totalizando 10K$, 20K$ y 30K$ de beneficio

respectivamente.

» Suponemos que las probabilidades de obtener el contrato
son 0,2, 0,8 y 0,3.

> ;Cudl es el beneficio esperado para los 3 contratos?
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Ejemplos (1/4)

» Una empresa de construccién presenta 3 ofertas
totalizando 10K$, 20K$ y 30K$ de beneficio

respectivamente.

» Suponemos que las probabilidades de obtener el contrato
son 0,2, 0,8 y 0,3.

> ;Cudl es el beneficio esperado para los 3 contratos?

» Para i =1,2,3, sea X; la variable aleatoria que cuenta el
beneficio para la oferta ¢ y P = X; + X9 + X3 una otra
variable aleatoria.
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Ejemplos (2/4)

» Entonces

EXi] =
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Ejemplos (2/4)

» Entonces

E[X;] = 0-P(Xy=0)+ 10000 P(X; = 10000)
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Ejemplos (2/4)

» Entonces

E[X;] = 0-P(Xy=0)+ 10000 P(X; = 10000)
= 0+ 10000 -0,2
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Ejemplos (2/4)

» Entonces

E[X;] = 0-P(Xy=0)+ 10000 P(X; = 10000)
= 0+ 10000 -0,2
= 2000.
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Ejemplos (2/4)

» Entonces

E[X;] = 0-P(Xy=0)+ 10000 P(X; = 10000)
= 0+ 10000 -0,2
= 2000.

» De maniera similar,

E[X5) = 16000 et E[X3] = 12000.
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Ejemplos (2/4)

» Entonces

E[X;] = 0-P(Xy=0)+ 10000 P(X; = 10000)
= 0+ 10000 -0,2
= 2000.

» De maniera similar,
E[X2] = 16000 et FE[X3] = 12000.
» Entonces,

E[P] = E[Xi]+ E[Xs] + E[X;3]
2000 + 16000 + 12000
30000.
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/4)

Ejemplos (

» En une habitaciéon, hay N personas que tienen un
sombrero.

> Suponemos que estas personas lanzan su sombrero en el
medio de la habitacion.

» Luego, cada persona recoge al azar un sombrero.

» ;Cuantas personas pueden esperar recoger su proprio
sombrero?

A. Blondin Massé (UQAC) Capitulo 3 34 / 42



Exemples (4/4)

» Sea X el nimero de sombreros que son con la persona
correcta.
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Exemples (4/4)

» Sea X el nimero de sombreros que son con la persona

correcta.
» Parai=1,2,..., N, sea X; la variable aleatoria definida
por
X — 1, sila persona ¢ tiene su propio sombrero,
;=

0, de otra manera.
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Exemples (4/4)

» Sea X el nimero de sombreros que son con la persona
correcta.

» Parai=1,2,..., N, sea X; la variable aleatoria definida
por

X; =

1, sila persona ¢ tiene su propio sombrero,
0, de otra manera.

» Tenemos
1 N -1 1
FX;|=1.P(X;=1)+0-P(X;=0)=1-—4+0- —— = —.
i) ( )+ ( ) N+ N N
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Exemples (4/4)

» Sea X el nimero de sombreros que son con la persona
correcta.

» Parai=1,2,..., N, sea X; la variable aleatoria definida
por

¥ {1, si la persona ¢ tiene su propio sombrero,
i =

0, de otra manera.

» Tenemos
1 N -1 1
» Entonces,
1
EX]|=E[X1]+E[Xo]+ -+ E[X,] = N N =1.
» Asi, sin importar el nimero de personas, esperamos que
exactamente una de ellas tiene su proprio sombrero.
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Tabla de contenidos

4. Varianza
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Definicién

Definicién

Sea X una variable aleatoria de media (o de esperanza)
u = E[X]. Entonces la varianza de X, denotada por Var(X),
es

Var(X) = E[(X — p)?]
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Formula para la varianza

Sea X una variable aleatoria. Entonces

Var(X) = E[X?] - E[X]?.

Demostracion

Var(X) = E[(X - u)?]
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Formula para la varianza

Sea X una variable aleatoria. Entonces

Var(X) = E[X?] - E[X]?.

Demostracion

Var(X) = B[(X — p)?
E[X? - 2uX + 117
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Formula para la varianza

Sea X una variable aleatoria. Entonces

Var(X) = E[X?] - E[X]?.

Demostracion

Var(X) = B[(X — p)?
= E[X?—2uX + 12
= E[X?] - E2uX] + E[u?]
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Formula para la varianza

Sea X una variable aleatoria. Entonces

Var(X) = E[X?] - E[X]?.

Demostracion

Var(X) = E
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Formula para la varianza

Sea X una variable aleatoria. Entonces

Var(X) = E[X?] - E[X]?.

Demostracion

Var(X) =

Dj

(X —w)?]
[X2—2,uX+,u]

= E[X? - [2MX]+E[ ?]
[
[

|
&

= E[X?] - 2uE[X] + p?
= E[X? -2E[X] E[X]+ E[X]?
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Formula para la varianza

Sea X una variable aleatoria. Entonces

Var(X) = E[X?] - E[X]?.

Demostracién
Var(X) = E[(X — p)’]
= E[XQ—QMX—HL]
= E[X? - [2#X]+E[ ?]
—  BIX? - 2uB[X] + 1
= E[X?]- [ |- BIX] + B[X]?
= E[X? - E[X]

A. Blondin Massé (UQACQC) Capitulo 3 38 / 42



Ejemplo

» Lanzamos un dado regular.
> Sea X la variable aleatoria que indica el resultado.

» Deseamos calcular Var(X).

v

Ya sabemos que F[X| =7/2 = 3,5.

» Calculamos ahora E[X?]:

1 1 1 1 91
EX2=12.24922.2432. 2 4+...462.2 ==
X7 6+ 6+ 6+ + 6 6

» La varianza es
91 (7\* 35
X)=FE[X?-EX?="-(=)] == ~292
var(X) = Bl - B[xP = - (3) = ~2
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Esperanza y varianza de una variable indicatriz

» Sea A un evento y I la variable indicatriz de A:

0 de otra manera.

{1 si A ocurre;
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Esperanza y varianza de una variable indicatriz

» Sea A un evento y I la variable indicatriz de A:

0 de otra manera.

[ {1 si A ocurre;

» Obtenemos

=
M
I
=
2
+
o
3
|

) =P(A).
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Esperanza y varianza de una variable indicatriz

» Sea A un evento y I la variable indicatriz de A:

0 de otra manera.

[ {1 si A ocurre;

» Obtenemos

» También,
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varianza de una variable indicatriz

» Sea A un evento y I la variable indicatriz de A:

» Obtenemos

» También,
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0 de otra manera.

[ {1 si A ocurre;
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varianza de una variable indicatriz

Esperanza y

» Sea A un evento y I la variable indicatriz de A:

» Obtenemos

» También,
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{1 si A ocurre;

0 de otra manera.
E[Il=1-P(A)+0-P(A) =P(A).

Var(I) = E[I?] - E[I)?
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varianza de una variable indicatriz

Esperanza y

» Sea A un evento y I la variable indicatriz de A:

» Obtenemos

» También,
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{1 si A ocurre;

0 de otra manera.
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Propriedades de la varianza

Sean X una variable aleatoria de esperanza = E[X] y
a,b € R. Entonces

Var(aX +b) = a*Var(X).

Demostracion

Var(aX +b) = E[(aX +b— E[aX + b])?]
= E[(aX +b— au— b)?
= E[(aX - ap)’]
= Ela*(X - n)?
= E[(X - u)?
a’Var(z).
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Ecart-type d’une variable aléatoire

Definicién
Sea X una variable aleatoria. Entonces la desviacion
estandar de X es

o(X) =/ Var(z).

Nota

Las unidades de medida de la esperanza y de la desviacion
estandar son las mismas que la de la variable aleatoria.
Para la varianza, las unidades son elevadas al cuadrado.
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