Solution du devoir 1

1. (35 points) PROPOSITIONS

(a) A Daide de table de vérité ou autrement,
i. (7 points) déterminez si les propositions (p — ¢) — r et p — (¢ — r) sont
logiquement équivalentes;

Solution: Elles ne le sont pas, comme l'illustre la table ci-bas :

p ¢q r p=q p=>q—=r g—=r p—=(g—r)
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1
01 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1
100 0 1 1 1
101 0 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Par exemple, si p,q,r = 0, alors (p — q) — r est fausse, mais p — (¢ — )
est vraie.

ii. (7 points) déterminez si les propositions (p <+ q) <> r et p <> (¢ <> r) sont
logiquement équivalentes.

Solution: Elles le sont :

P g 17 pegqg (poger gor polger)
1 1 1 1 1 1 1
1 10 1 0 0 0
1 01 0 0 0 0
1 00 0 1 1 1
01 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0 1
000 1 0 1 0

Comme les colonnes correspondant aux deux propositions sont identiques,
on en conclut qu’elles sont logiquement équivalentes.

(b) Soit les quatre propositions quantifiées suivantes :
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Ql : EIxEIyP(x, y)
Q2 : YaIyP(z,y)
Qs : JyvzP(z,y)
Qs : VaVyP(z,y)
i. (10 points) Soit R, I’ensemble des nombres réels, I'univers du discours. Trouvez
un prédicat P(z,y) tel que
a) @ est fausse;

Solution: P(z,y) : (r+y)? < 0. Puisque (z+y)?* n’est jamais négatif,
il n’y a aucune paire de valeurs de x et y qui peuvent rendre le prédicat
vral.

B) @ est vraie mais ()9 est fausse;

Solution: P(z,y) : xy > 0. Q) est vraie car, entre autres, P(1,2) est
vrai, mais Q2 est fausse, car P(0,y) est faux, peu importe la valeur de
y.

v) @2 est vraie mais (3 est fausse;

Solution: P(z,y) : z+y = 0. Q2 est vraie, car P(z, —x) est vrai pour
toute valeur de x, mais ()3 est fausse, car pour toute valeur de =, une
seule valeur de y rend le prédicat vrai.

d) Q3 est vraie mais (4 est fausse;

Solution: P(z,y) : vy = 0. Q3 est vraie car P(0,y) est vrai pour
toute valeur de y. Q4 est fausse car P(1,2) est faux.

€) Q4 est vraie.

Solution: P(z,y) : (z+y)? > 0. Q4 est vraie car (z+y)? est toujours
> 0.

Vous devez justifier toutes vos réponses. Les cing sous-questions sont indépendantes
les unes des autres.
ii. Démontrez que si 'univers du discours
«) (5 points) est non vide alors les trois propositions Q4 — Q3, Q3 — Q2 et
Q2 — ()1 sont toutes vraies;

Solution:

Q4 — Qs : Supposons que @ est vraie. Alors VaVyP(z,y) est vraie,
ce qui est équivalent a VyVrxP(z,y). Comme U # (), on a qu'il existe
au moins une valeur de y € U telle que VxP(z,y) est vraie. Autrement
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dit, YV P(z,y).

Qs — Q2 : Supposons que Q3 est vraie. Alors JyVzP(x,y) est vraie. Il
existe donc un y € U tel que VaxP(z,y) est vraie. Appelons cet élément
Yo (un tel élément existe puisque U # ), c’est-a-dire que la proposition
VxP(x,yo) est vraie. On a donc que VzIyP(z,y) est vraie (puisqu’il
suffit de prendre y = ).

Q2 — Qq : Supposons que Qs est vraie. Alors VadyP(z,y) est vraie.
Comme U # ), il existe au moins un élément de U (appelons-le xg)
tel que JyP(xg,y) est vraie, c’est-a-dire que JxIyP(x,y) est vraie (il
suffit de prendre z = ).

B) (6 points) est vide alors Q2 et (4 sont vraies et (J; et Q3 sont fausses
quelque soit le prédicat.

Solution:

Q1 : Notons que dxIy P(x, y) est logiquement équivalente a Ix(IyP(x,y)).

Or, la proposition JyP(z,y) est toujours fausse, puisque U = () et
donc un tel y ne peut exister. Par conséquent, ) est logiquement
équivalente a Jdzfauz, qui est fausse.

Q- : La proposition Vz3y P(x, y) est logiquement équivalente a V(Jy P(x
Or, U = 0, de sorte que Ya(JyP(x,y)) est vraie, peu importe la valeur
de JyP(x,y) (qui est par ailleurs fausse). Ainsi, Q2 est vraie.

En suivant un raisonnement similaire, on constate que Qs est fausse,
puisqu’elle commence par Jy qui donnera un résultat faux peu importe
ce qui le suit. Puis, Q4 est toujours vraie, car elle commence par Vz,
qui donnera un résultat vrai, peu importe ce qui le suit.

2. (30 points) ENSEMBLES
(a) Soit U ={1,2,3,4,5,6} I'ensemble universel, A = {1,2,3} et B = {1, 3,5}.
i. (2 points) Donnez la liste de tous les éléments de I'ensemble (AU B) x (AN B).

ii.

Solution: (1,1),(2,1),(3,1),(5,1),(1,3),(2,3), (3,3), (5,3)

(3 points) Donnez la liste de tous les éléments de I’ensemble P(U — (A& B)).

Solution: Ona A® B ={2,5} et U — (A® B) ={1,3,4,6}. Donc

PU—(A®B)) = {0,{1},{3},{4},{6},{1,3},{1,4},{1,6},{3,4},
(3,6}, {4,6},{1,3,4},{1,3,6},{1,4,6}, {3,4,6},
{1,3,4,6}}
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(b) (10 points) Montrez par la méthode de votre choix que

[(AUC) — BJU[B— (AUC)] = (A-B)U[AN((B-C)U(C - B))).

Solution: Dans un premier temps, nous allons montrer I'identité suivante
[ANBJU[CNB]=[ANBJU[ANBNC(],

qui nous sera utile. En effet, puisque AN BN C est un sous-ensemble de AN B,

[ANBJU[ANBNC] = [ANBJU[ANBNC|U[ANBNC]
= [ANBJU[(AUA)N(BNC)
= [ANBJU[UN(BNC))
= [ANnBJU[BN(C],

tel qu’annoncé.

Maintenant, remarquons que £ — F = EN F peu importe E et F. D’une part,

(AUC)-BJU[B—-(AUC)] = [(AUC)NBJU[BNAUC(]
[ANBJU[CNBJU[BNANC)].

en distribuant et par la loi de Morgan. En utilisant 'identité démontrée plus
haut, on en conclut que

(AUC)-BJU[B—-(AUC)] = [(AuC)NBJU[BNAUC]
= [ANBJU[ANCNBJU[BNANC].

D’autre part

(A-B)U[AN((B-C)U(C—-B))] = (ANB)U[AN((BNC)U(CN B))]
= [ANBJU[ANBNC|U[ANnCNB].

On voit que les deux expressions sont identiques, ce qui termine la démonstration.

(c) (5 points) Donnez une formule pour |A & B| en fonction de |A|, |B| et |[AN B|
uniquement. Démontrez cette formule (Aide : Servez-vous du fait que si U est
I'ensemble universel alors |A| = |U| — | A4|)

Solution: On a

|A®B|] = |[(AUB)—(ANB)|
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= |AUB|—|ANB
— |A|+|B| - |ANB| - |An B
— |A|+|B| -2/AnB|.

(d) (10 points) Démontrez I'équivalence A C B <> AN B = ()

Solution: Supposons que A C B et montrons que AN B=1(. Soitz € A ﬂ_ﬁ.
Alors x € Aet x € B. Or, A C B, ce qui entraine x € B, contredisant = € B.

Réciproquement, supposons que ANB =0 et supposons que z € A. Clairement,
on ne peut avoir x € B, sinon on aurait x € AN B = (), ce qui est impossible.
Par conséquent, z ¢ B, c’est-a-dire que # € B. On a montré que x € A implique
x € B, peu importe x, ce qui signifie que A C B.

3. (40 points) FONCTIONS

(a) (20 points) Pour chacune des fonctions suivantes de R vers R (R étant I’ensemble
des nombres réels),

i fla) =2,

Solution: La fonction est injective. En effet, supposons que 2* = 2¥. Alors
log, 2* = log, 2Y, ce qui entraine x = y. La fonction n’est pas surjective car
—1 n’a pas de préimage dans R. En effet, on remarque que 2* > 0, pour
tout z € R. II suffit alors de prendre A = R et B = R’. La réciproque de
fest f71:R% — R définie par f~*(z) = log, .

ii. f(zr)= a3,

Solution: La fonction est injective. En effet, supposons que 23 = y3. Alors
23 —y3 =0, c’est-a-dire (x — y)(x* + 2y +y?) = 0. Or, 2%+ 2y + 3> > 0 peu
importe x et y, ce qui entraine x = y. La fonction est également surjective
car chaque b € R a une préimage a € R qui est a = bs. On peut donc
prendre A = R et B = R. La réciproque de f est f~! : R — R définie par

[ z) =V
iii. f(x) = 22,

Solution: La fonction n’est pas injective car f(—1) = f(1) = 1. La fonc-
tion n’est pas surjective car —1 n’a pas de préimage a € R. On peut prendre
A =R, et B=R,. La réciproque de f est f~!: R, — R, définie par

f () = va.
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?

iv.f(x):{x six >0

z+ 1 sinon

Solution: La fonction n’est pas injective car f(0) = f(—1) = 0. Par contre,
elle est surjective car chaque b € R a une préimage a € R. En effet, il suffit
de prendre, a = b si b > 0, et de prendre a = b — 1 sinon. Remarquons
que l'injectivité ne pose probleme que sur l'intervalle [—1,0]. 11 suffit alors
de prendre A = (—o0,—1) U [0,4+00) et B = R. La réciproque de f est
f~1:R — A définie par

f_l(x) _ {x, six > 0;

z — 1 sinon.

Déterminez si elle est injective et si elle est surjective. Justifiez vos réponses. En-
suite, pour chacune des quatre fonctions, trouvez le plus grand sous-ensemble A C R
et le plus grand sous ensemble B C R tels que {z |z > 1} C Aet {z|x > 1} C Bet
tels que f : A — B soit inversible, et donnez sa réciproque, y compris son domaine
et son codomaine.

(20 points) Soit f(x) = 2x + 3 et g(x) = 3z + 2 des fonctions de R vers R. Elles
sont inversibles (vous n’étes pas tenu.e.s de le démontrer). Trouvez les fonctions
(fog) X (y), (ftog ™ )(y)et (g7 o f71)(y). En général, si f et g sont des fonctions
inversibles, trouvez l'inverse de f o g en fonction de f=! et g~ ! et donnez, avec
justifications, sa réciproque.

Solution: Calculons d’abord f~!. Posons y = 2z + 3. Alors z = (y — 3)/2, ce
qui entraine

1,y T—3
De la méme fagon, posons y = 3x + 2. Alors z = (y — 2)/3, ce qui entraine que
1 oz - 2

Aussi,
(fog)(z) = f(g9(x)) = f(Bx+2)=2(3x+2) +3 =06z +T.
Posons y = 6x + 7. Alors z = (y — 7)/6, ce qui entraine

z—17

(fog) (@) = —¢

Aussi,
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et

6

Il semblerait donc que (fog)™' = g7'o f~!. Montrons que c’est vrai en général.
Soit z un élément quelconque du domaine de f~!. Posons y = f~1(x) et 2 =
g '(y). Alors d’'une part,

(g o f @) =g (f (@) =g (y) ==
D’autre part,
(fog)(z) = f9(2)) = flalg™ () = fly) = f(f'(x)) = =,

ce qui montre que (f o g)~'(x) = z. Comme z est quelconque, on en conclut
que (fog)™ =g o fTN.

4. (25 points) SUITES ET ARITHMETIQUE MODULAIRE

Soient k et m deux entiers, ot m > 0. On définit une suite {s; };en dont le terme général
est s; = (ki) mod m.

(a) (10 points) Calculez les 2m premiers termes de la suite {s;}en si
i. k=1letm=28;
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Solution:

ss=(1-8)mod8=0
Sg=(1-9)mod8=1

(1-0) mod 8 =0

S0

(1-1) mod 8 =1

S1

(1-10) mod 8 =2

510

(1-2) mod 8 =2
s3=(1-3)mod 8 =3

S92

(1-11) mod 8 =3

S11

(1-12) mod 8 =4

S12

(1-4) mod 8 =4
s5=(1-5)mod8=5
s¢ = (1-6) mod 8 =6

Sa

(1-13) mod8=5

513

(1-14) mod 8 =6

S14

(1-15) mod 8 =7

S15

(1-7)mod8=7

S7

Solution:

sg=(1-16) mod 8 =0
Sg = (1-18) mod 8 =2

(1-0) mod 8 =0
s1=(1-2)mod 8 =2

S0

(1-20) mod 8 =4

510

(1-4) mod 8 =4
s3=(1-6) mod 8 =6

59

(1-22) mod 8 =6

511

(1-24) mod 8 = 0

512

(1-8) mod 8 =10
s5 = (1-10) mod 8 =2

S4

(1-26) mod 8 =2

513

ii. k=2etm=28;

< O
(1l
oo o0
= T
-
/N N
o O
N
—
N~—
[l
<+ 0
— —
) Nl
<t ©
(1l
o0 o0
= T
-
~~
A <A
—
—
N~—
[l )
© I~ :
®w »
~+~
D)
[ap)
|
=2

Solution:

ss=(1-24) mod 8 =0
Sg=(1-27) mod 8 =3

(1-0) mod 8 =0
s1=(1-3) mod 8 =3

S0

(1-30) mod 8 = 6

510

(1-6) mod8=6
s3=(1-9)mod8=1

59

(1-33) mod8=1

S11

(1-36) mod 8 =4

512

=14

(1-12) mod 8
s5=(1-15) mod 8 =7
s¢ = (1-18) mod 8 =2
s7=(1-21) mod 8

S4

(1-39) mod 8 =7

513

(1-42) mod 8 =2
(1-45) mod 8

S14

5

S15

5
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iv. k=4et m=2g;

Solution:
So=(1-0)mod8=0 ss =(1-32) mod 8=0
s1=(1-4) mod 8 =4 s9g = (1-36) mod 8 =
S9=(1-8) mod8=0 s10 = (1-40) mod 8 =
s3=(1-12) mod 8 =4 s11 = (1-44) mod 8 =4
s4=(1-16) mod 8 = s12 = (1-48) mod 8 =
s5 = (1-20) mod 8 = s13 = (1-52) mod 8 =
s¢=(1-24) mod 8 =0 s14 = (1-56) mod 8 =0
s7=1(1-28) mod 8 = s15 = (1-60) mod 8 =

v. k=5et m=28;

Solution:
So=(1-0)mod8=0 sg = (1-40) mod 8 =0
s1=(1-5)mod8=5 Sg = (1-45) mod 8 =
S9 = (1-10) mod 8 =2 s10 = (1-50) mod 8 = 2
s3=(1-15) mod 8 =7 s11 = (1-55) mod 8 =
s4=1(1-20) mod 8 =4 s12 = (1-60) mod 8 =
s5=(1-25) mod 8 =1 s13=(1-65) mod 8 =1
s¢ = (1-30) mod 8 =6 s14 = (1-70) mod 8 =
s7=(1-35) mod 8 =3 s15 = (1-75) mod 8 = 3

(b) (5 points) On dit d’une suite {a;}ieny qu'elle est périodique s'il existe un entier
strictement positif p tel que a; = a;4, pour ¢ € N. Si un tel entier p existe, alors
le plus petit d’entre eux est alors appelé période de la suite. Pour chacun des
exemples de la partie (a), indiquez si la suite est périodique et donnez sa période le
cas échéant.

Solution: Elles sont toutes périodiques. Dans I'ordre, les périodes sont 8, 4, 8,
2 et 8.

(c¢) (10 points) Donnez une formule générale pour la période de la suite {s;};en en
fonction de k et de m.

Solution: On constate que la période est donnée par m/pged(k, m). Démontrons
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le. Supposons que p > 0 est un entier vérifiant s; = s;4,. Alors ki = k(i +
p) (mod m), ce qui entraine ki = ki + kp (mod m) et alors kp = 0 (mod m).
On en déduit alors que kp est un multiple de m. Or, kp est aussi un mul-
tiple de k. Pour que p soit minimal, il faut que kp soit minimal. Prenons
kp = ppem(k, m). Alors

_ ppem(k,m) km B m
- k - kpged(k,m)  pged(k,m)’

5. (20 points) SOMMES ET DIVISIBILITE

(a) (12 points) Simplifiez le plus possible les sommes suivantes :

i S0 (30 + 4)

Solution:
100 100 100
D Bit4) = 3> i+ 4
i—0 i=0 i=0
100(1 1
- 3% +101-4
= 15554.

iy 30 peed(i, j)

Solution:

5 5
Z Z pged(i,j) = pged(1,2) + pged(1, 3) + pged(1,4) + pged(1, 5)

+pged(2, 3) + pged(2,4) + pged(2, 5) + pged(3,4)
+pged(3,5) + pged(4, 5)

= 14+14+1+1+1+24+14+1+1+1

= 11.

i >0 (20 41+ 2)

Solution:

n

d@+i+2) = i2"+ii+i2
=1 =1 =1

i=1
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n(n+1)
2
—44+n?+n+4n
2
n?+5n—4
—

ontl 11+ +2n

2n+1 +

2n+1 +

iv. Y, ZT:1(ZJ)

Solution:

Remarque : Par “simplifier”, on entend que vous devez exprimer le résultat sans

. ni le symbole > .

(b) (8 points) Etant donné un nombre entier positif n, dénotons par D(n) 'ensemble

des diviseurs stricts de n, c¢’est-a-dire

D(n) ={d e N |ddivise net 1 <d < n}.

On dit qu'un nombre naturel est déficient, parfait ou abondant selon que

Z d<n,

deD(n

Z d=n ou

deD(n) deD(n)

Indiquez si les nombres 24, 26, 28 et 30 sont déficients, parfaits ou abondants.

Solution: On a

{1,2,3,4,6,8,12}
{1,2,13}
{1,2,4,7,14}
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D(30) = {1,2,3,5,6,10,15}.
Par conséquent,

}:cz: 1+24+34+4+6+8+12=236
deD(24)

E:ci: 1+2+13=16

}: d = 14+24+4+7+14=28
deD(28)

> d = 1+42+43+5+6+10+15 =42,
deD(30)

ce qui montre que 24 et 30 sont abondants, 26 est déficient et 28 est parfait.
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