INF1130 — Mathématiques pour informaticien Hiver 2015

Solution de I’examen intra

1. (20 points) PROPOSITIONS

(a) Considérez les propositions

F : pv(p—(Aq)
G : —pV-qV(pAg)

i. (8 points) Est-ce que F' < G 7 Justifiez votre réponse.

Solution: Oui, elles sont équivalentes. En fait, il s’agit méme de tautolo-
gies. On peut le vérifier avec une table de vérité ou avec des équivalences
logiques. D’une part,

pV(—pV(pAQq)
(pV-p)VipAg)
vraiV (p A q)

pVp—(pANq)

S I

Vra.

D’autre part

—pV gV (pAq) —pV (=g V (pAq))

—pV (=g Vp)A(=qVq))
—p V ((=q V p) N\ vrai)
—pV (=g Vp)
(=pVp)V—q

vraiV —q

tos T

Vrad.

ii. (2 points) F' et G sont-elles des tautologies ? Des contradictions ? Justifiez
votre réponse.

Solution: Ce sont des tautologies, car elles sont vraies peu importe la
valeur de p et de q.
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(b) Soit f: {1,2} — {1,2} une fonction définie par f(1) =2 et f(2) = 1. Soit P(z,y) le
prédicat défini par P(1,1) = vrai, P(1,2) = vrai, P(2,1) = fauzx et P(2,2) = faux,

b

ou 'univers du discours de x et de y est {1,2}. Evaluez la valeur de vérité de
chacune des propositions suivantes :

i. (5 points) VadyP(z,y)

ii.

Solution: C’est faux. Prenons x = 2. Alors il n’existe aucun y tel que
P(z,y) soit vrai. En effet, les deux seuls y possibles sont 1 et 2 et on
constate que P(2,1) = P(2,2) = faux.

(5 points) Vavy(P(z,y) — P(f(z), f(y)))

Solution: C’est faux également. Il suffit de produire un contre-exemple.
Prenons par exemple x = y = 1. Alors P(z,y) = P(1,1) = wvrai et
P(f(z), f(y)) = P(f(1), f(2)) = P(2,2) = fauz. Par conséquent, P(z,y) —
P(f(z), f(y)) est logiquement équivalent & P(1,1) — P(2,2) qui est faux.
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2. (20 points) ENSEMBLES

(a) Soient A et B des sous-ensembles d'un ensemble universel fini U. Donnez la liste
des expressions suivantes en ordre croissant de grandeur :

i. (5 points) |Al, |[AUBI, |AN B, [U], 0]

Solution: En étudiant le diagramme de Venn ci-bas

on constate qu’on a les inclusions
)CANBCACAUBCU,
de sorte que les cardinalités vérifient

0l < AN B[ < [A] < [AUB| < |UJ.

ii. (5 points) |A— B|, |A® B|, |A|+|B|, |AU B, |0

Solution: Le méme diagramme nous montre que
) CA-BCA®BCAUB.

De plus, nous savons que |A U B| < |A| + |B| (U'inégalité est stricte si
I'intersection A N B est non vide). On en déduit donc que

0] <[A—-B|<|A® B| <[AUB| <|A[+|B].

(b) Soient A ={1,2,3,4}, B={0,2,4,5,6,8},C ={5,6,7,8,9} et D = {1,3,4,5,7,10}.
Décrivez les ensembles suivants en extension (c’est-a-dire en énumérant tous les
éléments) :

i. (1 point) ANB

i ANB={2.4)
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—e

i. (1 point) B— D

i. B—D=1{0268)
iii. (1 point) Ad C

iii. Ao C=1{1,23456,72819}
iv. (1 point) DUC

iv. DUC={1.3.4,5.6,7,8,9.10}

v. (2 points) P(D — (A& B))

Solution: On remarque que

Ao B = {0,1,3,5,6,8}
D—(A®B) = {4,7,10}

Par conséquent,

P(D— (A@ B)) ={0,{4},{7},{10},{4,7},{4,10},{7,10},{4,7,10} }.

vi. (2 points) (ANC) x D
vi. ANCYXxD=0xD=10)

vii. (2 points) (B—(AUCUD)) x A

Solution: On a
AuCUD = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

B—(AUCUD) {0}
B—(AUCUD)x A = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4)}
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3. (20 points) FONCTIONS
(a) Soient f: A — Aetg: A— A deux fonctions, on A = {1,2,3,4}, définies par

9(1) =2,9(2) =3,9(3) =4,9(4) =2 et f(1)=3,f(2)=4,f(3)=1f(4) =2

i. (10 points) Trouvez fog, go f,gog, fofo fet f~1

Solution: On a

fog:A— A définiepar 1—4, 2—1 3—2 4—4
gof:A— A définiepar 1 —4, 2—2 3—2 4+—3
gog:A— A défintepar 1—3, 2+—4, 3—2 4+—3
fofof:A— A défintepar 1—3, 2+—4, 3—1, 4~ 2.

Puisque f est bijective, elle est inversible. Son inverse est la fonction f
elle-méme (on dit alors que f est involutive) :

f'iA— A définiepar 13, 2+—4, 3—1, 42

ii. (4 points) Montrez que g n’est pas inversible.

Solution: Pour que g soit inversible, elle doit étre bijective. Or, elle n’est
pas injective, car g(1) = g(4), mais 1 # 4 et elle n’est pas surjective puisqu’il
n’existe aucun a tel que g(a) = 1. Elle est donc ni bijective ni inversible.

5/11



INF1130 — Mathématiques pour informaticien Hiver 2015

(b) (6 points) Soit f : N — N définie par
n

fn)=n+ bJ

La fonction f est-elle injective 7 Est-elle surjective ? Justifiez votre réponse. Indice :
n est pair ou impair.

Solution: Supposons d’abord que n est pair. Alors

n n  3n
foy=n+[5]=n+5=7
D’autre part, si n est impair, alors
n n—1 3n-—1
f(n)—n—l—{iJ—nvL 5=

Montrons que f est injective. Supposons donc que f(m) = f(n). Si m et n sont

tous deux pairs, alors

3m_3n:> B
5 = 3 m =n.

De la méme facon, s’ils sont tous deux impairs, on a plutot

3m—1_3n—1

5 5 = m=n.

Finalement, si m est pair et n impair, alors

3m_3n—1:>3 _ 3 1= m— 1
5 = 5 m = 3n m=n 3

ce qui est impossible puisque m et n sont tous deux entiers ! De la méme
fagon, le cas m impair et n pair mene a une contradiction. On a montré que
f(m) = f(n) implique m = n, de sorte que f est bien injective.
Par contre, f n’est pas surjective. Par exemple, il n’existe aucun n € N tel
que f(n) = 2. Supposons au contraire que ce soit le cas. Il y a alors deux
possibilités, selon la parité de n. Si n est pair, alors

an

4

ce qui contredit le fait que n est entier. De la méme fagon, si n est impair, alors

—1
3n2 :2:>3n—1:4:>3n:5:>n:§,

ce qui est aussi impossible. Ainsi, 2 n’a pas de préimage par f, ce qui montre
que f n’est pas surjective.
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4. (10 points) SUITES ET SOMMES
Evaluez les sommes suivantes :

(a) (5 points)

>

iel

oul={aeN|0<a<10,a mod 3 = 2}.

Solution: Remarquons que
I={aeN|0<a<10,amod3 =2} ={2,5,8},
ce qui entraine

E:T:2?+?+28:4+32+%6:2%.

el

(b) (5 points)

100 100

D -9

i=1 j=1

Solution: Cette fois,

YD i-4) = > (;z—;y>

i=1 j=1 i=1
100
100(100 4+ 1
- Z <100i _ Q)
: 2
=1
100 100
. 100(100 + 1)
= 1007 — -
100(100 + 1 100(100 + 1
— 100& _ 100&
2 2
= 0.

Ce résultat n’est pas surprenant. Pour évaluer les deux sommes, on doit prendre
la différence de tous les couples (z,7) € {1,2,...,100}*. Or, (i—7)+(j—1) =0,
de sortent que tous les termes positifs sont annulés par les termes négatifs, sauf
lorsque ¢ = j, mais alors la différence est 0.
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5. (15 points) ENTIERS ET DIVISIBILITE

(a) Pour chacune des équations suivantes, décrivez ’ensemble de tous les x, ou x € Z,
qui la satisfont :

i. (4 points) z =2 (mod 3);

Solution: On a x =2 (mod 3) si 3 | (z — 2), c’est-a-dire sl existe k € Z
tel que 3k = x — 2, se qui se réécrit x = 3k + 2. L’ensemble solution est

donc
{..,=7,—-4,-1,2,5,8,11,14,...}

ii. (4 points) 2z — 1 =0 (mod 3).

Solution: Remarquons que I'équation 2z — 1 = 0 (mod 3) est équivalente
a 2z =1 (mod 3). En multipliant par 2 chaque membre de 1’équivalence,

on trouve
4x =2 (mod 3),

Or, 3z = 0 (mod 3). En soustrayant de I’équation ci-haut, on en déduit
z =2 (mod 3). L’ensemble solution est donc exactement le méme qu’a la
question précédente, c¢’est-a-dire
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(b) (7 points) Il existe une astuce simple permettant de déterminer si un nombre n
est divisible par 3. Il suffit d’additionner chacun de ses chiffres et de vérifier si la
somme est elle-méme divisible par 3. L’objectif de cette question est de démontrer
cette propriété.

Tout d’abord, remarquons que si les k chiffres de n sont dj._1, ..., dy, dy, alors on

a la relation -
n=>Y d10.
i=0
Par exemple, si n = 136, on a bien
136 =6-10° +3-10" +1-10%

En utilisant cette relation et des propriétés vues en classe, montrez que si la somme
des chiffres de n est divisible par 3, alors n est lui aussi divisible par 3. Indice :
Vous pouvez prendre pour acquis que 10/ = 1 (mod 3) pour tout j € N.

Solution: On a

k—1
n = jg:cthi
i=0
k—1

k—1
> di(10' 1)+ ) d;
=0

1=0

En utilisant 'indice, on remarque que 10° — 1 est divisible par 3 pour i =
0,1,...,k—1. On a donc que d;(10" — 1) est divisible par 3 pour i = 0,1,...,k—
1, ce qui entraine que Zf:_ol d;(10"° — 1) est divisible par 3. Par I'équation
précédente, si 2;:01 d; est divisible par 3, alors

N
—_

k—1

d;(10° = 1) + > " d;

=0

N
Il
o

est aussi divisible par 3.
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6. DEMONSTRATIONS

(a) (7 points) A Taide des régles d’inférence vues en classe (modus ponens, modus
tollens, etc.), montrez que
pP—4q
q— (rAs)
—r V (=t Vu)
pAL
oy

Justifiez bien chacune des étapes de votre raisonnement.

Solution: Par simplification, on infere de p At que p est vraie. Ensuite, comme
p et p — ¢, par modus ponens, on déduit ¢ et, en appliquant une deuxieme fois
la regle du modus ponens avec ¢ et ¢ — (r A s), on en déduit r A s.

Par simplification de r A s, on peut inférer que r est vraie. Maintenant, ap-
pliquons le syllogisme disjonctif & —r V (=t V u) et r, ce qui entraine —t V u.
Par simplification de p A t, on peut aussi inférer que ¢ est vraie. Il ne manque
qu’a inférer, par syllogisme disjonctif appliqué a t et =t V u que u est vraie, ce
qui termine la démonstration.
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(b) (8 points) Montrez que le produit de trois nombres naturels consécutifs est divisible
par 6.

Solution: Soit n le premier de ces nombres. Alors les deux autres nombres
sont n+ 1 et n+ 2. Clairement, n est pair ou n+ 1 est pair, ce qui entralne que
le produit est pair. De la méme fagon, on a qu’exactement un nombre parmi n,
n—+1 et n+2 est divisible par 3, ce qui entraine que le produit est aussi divisible
par 3.

Comme le produit est divisible a la fois par 2 et par 3, il doit étre divisible par
6.
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